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Dans un groupe reticule archimedien, on appelle I-orthomorphisme un 
endomorphisme croissant qui preserve les polaires. Dans cet article, nous 
allons completer l’etude qui a et& faite dans [4] et prolonger la theorie 
aux espaces r&icul& archimediens. Dans la section 1, on montre que 
tout orthomorphisme se reduit a un contractem sur un Z-ideal dense. 
La section 2 est consacree aux groupes et espaces complets. Dans ces 
groupes, tout endomorphisme borne se decompose d’une fapon unique 
en un orthomorphisme et un endomorphisme orthogonal a l’identite. La 
section 3 donne differentes caracterisations des groupes et espaces normaux. 
Dans la section 4, nous Btudions les rapports entre les orthomorphismes 
d’un espace reticule L et ceux de son dual L”. Enfin, la section 5 donne 
quelques applications aux espaces reticules norm&. l) 
Tous les groupes reticules que nous considerons dans cet article sont 
archimediens, c’est-a-dire que dans ces groupes, nac b pour tout n> 0 
implique a< 0. Comme tout groupe archimedien est commutatif, nous 
nous placerons en notation additive. 
Soit G un groupe reticule abelien. On dit que H est un Z-sous-groupe 
de G si c’est un sous-groupe de G et un sous-treillis. Un I-sous-groupe 
convexe est appele Z-ideal. Dans un espace reticule, tout Z-ideal est un 
sous-espace. Si a E G, le Z-ideal engendre par a est C(a) = (43n> 0, 1x1~ 
cnlal). On appelle valeur de a tout Z-ideal maximal parmi ceux qui ne 
contiennent pas a. Si M est une valeur de a, on note M” l’intersection 
des I-ideaux qui contiennent M strictement. Alors M*/M n’a pas de 
Z-ideal propre, done il est isomorphe a un sous-groupe de H. 
Deux elements a, b E G sont dits orthogonaux si Ia] A lb1 = 0. Si A est 
une partie de G, on appelle polaire de A et on note Al l’ensemble des x 
orthogonaux a tout a E A. On dit que C est une polaire si il existe une 
partie A telle que Al = C. Toute polaire est un Z-ideal. Les polaires con- 
stituent une algebre de Boole. On dit que A est dense si All=G. Pour 
toutes ces notions, on pourra se reporter a [6]. 
1) L’auteur remeroie M. Zaanen pour les remarques et les corrections qu’il a 
bien voulu faire sur le manuscrit original. 
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On conviendra d’appeler born&e toute partie contenue dans un intervalle 
[a, b]. Un endomorphisme du groupe G est dit borne s’il applique toute 
partie bornee SW une partie born&e. Les endomorphismes born& con- 
stituent un anneau que nous noterons a(G). Les endomorphismes croissants 
constituent le cone positif d’un ordre sur 8(G). Si G est un espace reel 
archimedien, tout endomorphisme croissant est lineaire [5]. 
On dit que v est un Z-orthomorphisme si c’est un endomorphisme du 
groupe G tel que a A b = 0 implique va A b= 0. En d’autres termes, 9 est 
croissant et ya E a-L1 pour tout a E G. Soit Orth (G) le sous-groupe de 
a(G) engendre par les I-orthomorphismes. Les elements de Orth (G) sont 
appeles orthomorphismes. Avec cette terminologie, les I-orthomorphismes 
sont done les orthomorphismes croissants. On dkmontre que si G est 
archimedien (ce que nous supposerons desormais), Orth (G) est un f-anneau 
archimedien unitaire dans lequel 
(q~Vy)x=yxVyx et (plAy)x=plxAyx pour tout x20. 
Ceci constitue un des resultats essentiels de [4], qui a BtB prouvk ind& 
pendamment par P. I?. CONRAD et J. E. DIEM [5]. Dans cet article, nous 
utiliserons frequemment les resultats de [a], en particulier les suivants. 
Xi v est un orthomorphisme, on a Ker p = (Im y)l. Par suite, Ker y est 
une polaire et Ker p= (Ker y) fi. Xi 9 est croissant, alors v conserve les 
bornes superieures et les bornes inferieures infinies qui existent. 
Soit 93’(G) le Z-ideal de Orth (G) engendre par l’identite I. Les elements 
de 9?(G) sont appeles orthomorphismes homogenes 1). On remarque qu’un 
endomorphisme croissant est un orthomorphisme homogene si et seule- 
ment si il existe un n > 0 tel que px < nx pour tout x > 0. 23(G) constitue 
un sous-f-anneau de Orth (G). 11 est dense dans Orth (G), de sorte que 
tout Z-orthomorphisme est borne supdrieure de I-orthomorphismes homo- 
genes. Un contracteur est un orthomorphisme p7 tel que Q~X E C(x) pour 
tout x E 0. Tout orthomorphisme homogene est un contracteur. 
1. Nous allons montrer dans cette section que tout orthomorphisme 
se reduit a un contracteur sur un Z-ideal dense. 
LEMME 1. Soient A une partie dense contenue dans G+ et pl, y E Orth (G) 
tels que cya< ya pour tout a E A. AZors pl< y. 
En effet, si a E A, on a [(v V y) - y] a = 0. Par suite, A est contenue dans 
Ker [(y V y) - y]. Comme ce dernier est une polaire, on a G= AU _C 
C Ker [(q V y) - y] et done ~7x<yx pour tout x E G+. 
TH%OR~ME 1. Xi y est un orthomorphisme, J(y) = {x E G/p[x/ E C(x)) est 
un &?~a1 dense et la restriction de v b J(y) est un contracteur. 
1) Dans [4], nous les avons appelk ,,bornW, ce qui fait double emploi avec 
la terminologie habituelle, que nous avons rappelke plus haut. 
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Notons d’abord que J(m)=J(jv/). En effet, on a 1~1 jxI= Ivjxl 1 et 
I&4 I E cc x es e 1 t ‘q uivalent a FIX/ E C(x). Pour demonter que J(v) est un 
Z-ideal dense, on peut done supposer v> 0. 
Montrons que x E J(v) et IyI <lx1 impliquent y E J(p). 11 existe un n> 0 
tel que 0 < v]xI <nIxI. Mais 1x1 est dense dans xl*. En appliquant le 
Lemme 1 dans le groupe ~11 a la restriction de ~1 et a nI, nous voyons 
que qm<nu pour tout O<u E xu. En particulier ?IyI <nlyl, done p1IyI E 
E C(y), c’est-a-dire y E J(q). 
Si x, y E J(q), on a O<~lx\<7+l et O<pllyl<mly/. Par suite, y((xl+ 
+Ivl)~(n+m)(lxlJrlyl). 0 n a done IxIt-lyl E J(y) et comme Ix--y\ < 
< Ixj+ iyl, on obtient x-y E J(p) d’apres le paragraphe precedent. 
Pour prouver que J(q) est dense, considerons un a>O. Comme G est 
archimedien, il existe un n tel que na < ?a. On a done u= (na- ya)+> 0. 
Nous allons montrer que u E J(v). 
D’apres le lemme 4 de [4], ZLI est l’intersection des valeurs Q de u telles 
que a V vu E Q*. Soit Q une telle valeur. Comme u< na, on a vu < npa, 
done yu E Q*. D’apres le lemme 3 de ([4] 9 l), q laisse stables Q et Q* 
et induit un orthomorphisme @ du groupe reel Q*/Q. Comme (na- vu)+= 
=u 4 Q, on a (na- -a)- E Q, done, en prenant les images dans Q*/Q, 
@a <nG. Mais @ est une homothetie et 6 #O, done on a aussi qa <no, d’oh 
(nu-vu)- E Q. Comme ceci est vrai pour n’importe quelle valeur Q de 
u telle que a V ya E Q*, on a (nu- yu)- E u-L. Par ailleurs, on remarque 
que (nu - yu)- = (~24 - nu)+ < yu E u u. Nous avons done (nu- yu)- E ul n 
n uu= 0, c’est-a-dire vu Gnu. Ceci acheve de prouver que u E J(q). 
Comme 0 <u < na, on ne peut avoir u A a = 0. Done u A a est un element 
de J(y) strictement positif et infkieur a a. Puisque a> 0 est arbitraire 
dans G, ceci montre que J(p) est dense. 
Six E J(v), on ax+ E J(v), done vx+ E C(x+) Z C(x). De meme, 9x- E C(x). 
Par suite, yx= p1x+---z- E C(x). Ceci montre d’une part que J(p) est 
stable par v et d’autre part que la restriction de v a J(y) est un contracteur. 
2. Considerons maintenant les endomorphismes d’un groupe reticule 
complet. 11 est bien connu que a(G) est un groupe reticule complet. (Voir 
par exemple [7], Thooreme 2.6.1.). Par ailleurs, Orth (G) est un groupe 
reticule complet dans lequel, si v= V ~6, on a p1x= V VEX pour tout x> 0. 
iEI id 
([4], Proposition 13). On voit que la borne superieure des FZ dans Orth (G) 
est necessairement leur borne superieure dans 8’(G) et done que Orth (G) 
est un I-sous-groupe de 8(G). En fait, c’est un Z-ideal, car 0 < pl<y E 
E Orth (G) implique pour x > 0 que 0 < 9x < tp’x E &, done vz E a9 et par 
suite v E Orth (G). 
THI?ORJ~ME 2. Si G est complet, tout endomorphisme born6 se &compose 
de fapon unique en un orthomorphisme et un endomorphisme orthogonal b I. 
Nous allons demontrer que Orth (G) =Ill. Comme b(G) est complet, 
il en resultera : 8(G) = II@ Orth (G). 
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Soit 0 < 91 E Orth (G) et 0 <z E IJ-. Supposons 0 <p A z. Comme 97(G) est 
dense dans Orth (G), il existe p E 97(G) tel que 0 < ,u < 97 A t. Pour un 
certain n, ,u <nI, done p <nl A t = 0, ce qui est absurde. On a dorm 
Orth (G) C 1u. 
Inversement, soit 0 <p? 15 I Il. On a y= V (p’An1) ([3], Lemme 5.2). 
?lBO 
Done, pour tout x> 0, yx= V (q~ A n1) x. Or, (p1 A n1) x Gnx, d’ou (y A 
n>0 
A nI) x E xll. Comme xl1 est ferme, on a yx 6 xll. Par consequent, p E 
E Orth (G), ce qui acheve la demonstration. 
Si f est un endomorphisme croissant, sa projection sur Orth (G) est 
p = V (f A nl). Done, pour u> 0, 
9220 
ql= v A (fx+w). 
12>0 x+l/=u 
Un exemple simple est don& par G=Qn. Ici 8(G) est l’ensemble de 
toutes les transformations lineaires 01= (au), avec 012 0 si ocii> 0 pour 
tout i, i. Orth (G) est l’ensemble des 01 telles que olii = 0 si i #;i et I’- est 
l’ensemble des 01: telles que old = 0 si i =i. 
PROPOSITION 1. Duns un espace re’ticule’ complet, tout I-orthomorphisme 
a pour image un I-icle’al. 
Soit 0 <y E Orth (G). Prenons 0 <b <pa. On peut Bvidemment supposer 
a > 0. Soit d la borne inferieure des x tels que 0 <x et b < Q~X. Comme v 
conserve les bornes inferieures infinies, on a b < g?d. Supposons par l’absurde 
que b<p-Z. Alors, O< yd - b <pld. D’apres le theoreme 1, il existe un 
t E J(p) avec O< t< pld - b. On a, pour un certain n, yt dnnt. Posons 
x=t/nAd. On a x>O (car t/n/id=0 implique tAd=O dorm tAqd=O). 
D’autre part, 
qxz~p7(t/n)~t~pi-b. 
11 vient q(d-z) =qd --Q~z> b. Comme d>d-x> 0, ceci contredit la d&i- 
nition de d. 
On ne peut Bsperer genfkaliser ce resultat aux groupes complets: x 3 nx 
est un orthomorphisme et si nG est un l-ideal pour tout n, il en resulte 
que G est divisible. Puisqu’il est complet, c’est alors un espace reel. 
Soit G un groupe r&icule archimedien et soit E l’espace dual de l’algebre 
de Poole des polaires. Soit S(E) l’anneau des fonctions definies sur E, 
a valeurs dans @ u (-- 00, +co>, qui sont continues et finies sur une 
partie dense. S. J. BERWAU a montre qu’il existe un isomorphisme i de 
G dans P(E) [l]. Dans [4] et [5] il est prouve qu’il existe un isomorphisme 
7 de Orth (G) dans S(E), avec 
i(Y4 = I(P) -i(x). 
Soit V(E) l’anneau des fonctions reelles continues sur E. 
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TH~OR&ME 3. Xi L est un espace rt%cule’ complet, g’(L) est isomorphe 
& l’anneau 5??(E) des fonctions rdelles continues SW l’espace dual de l’alg&bre 
des polaires. 
11 est clair que i(?B(L)) _C V(E). S. J. BERNAU a montre dans [l] que 
j(L) est un l-ideal dense de P(E). Soit O<g E V(E). On a g<n pour un 
certain n. Done, pour tout O< f E j(L), il vient O<gf <nf d’ou gf E j(L). 
Definissons p par i(g~)=g.i(x). On a alors g.i(x)=P(m) *i(x) pour tout 
x E L. Les applications f --+ p(v) .f et f --f g. f sont des orthomorphismes 
de V(E) qui coincident sur j(L). D’apres le lemme 1, ils coincident sur 
V(E), c’est-a-dire que j(v) =g. Ceci montre que V(E) _C 7(.98(L)). 
Nous verrons que sous les hypotheses du theoreme, l’isomorphisme 1 
est canonique (alors que i ne l’est pas). 
3. Dans [3], nous avons introduit la notion de groupe archimedien 
normal. Nous disons que G est normal si x # yl implique l’existence de 
q E Orth (G) avec v(yJ-) = 0 et 9x #O. Cette classe est assez large: elle 
comprend tous les groupes archimedien projectables, notamment les hyper- 
archimediens et les o-complets et les f-anneaux archimediens sans elements 
nilpotent. 
Nous allons rappeler d’abord quelques caracterisations donnees dans 
[3]. Si A est une partie de G, soit Ann A = (p’ E Orth (C)Iv(A)= 0} et si 
r est une partie de Orth (G), soit Ann r= {X E GIV q~ E T, qc = 0). 11 est 
facile de voir que Ann A est un Z-ideal et que Ann I’= n Ker 9 est une 
polaire. wr 
THI%OR&ME 4. Si l’_C Orth (G), P=Ann ((Ann r)l). 
Rappelons que t /\ v= 0 est equivalent a ZP= 0 ([4], $ 2, Corollaire 7). 
Soit Z> 0. On a z e r-L si et seulement si PZ = 0 pour tout y E r, c’est-a-dire 
Im z _C Ann r. Ceci Bquivaut & (Ann P)l C (Im z)l=Ker z, done a 
z ((Ann r)l) = 0, ou encore z E Ann ((Ann r)l). 
THI~OR&ME 5. Les conditions suivantes sont Quivalentes : 
1) G est normal. 
2) Xi A C G, All=Ann (Ann A). 
3) L’application C --f f(C) = Ann Cl est un isomorphisme de l’algbbre des 
polaires de G sur l’algbbre des polaires de Orth (G). 
1) implique 2): On a A C Ann (Ann A) et Ann (Ann A) est une polaire 
done on a toujours All C Ann (Ann A). Si x $ AIL, il existe y E Al tel 
que x $ yl. Soit go tel que v(y-L) = 0 et 9’~ #O. Comme A C yl, on a 91 E Ann A. 
De ~XX #O, on deduit done x # Ann (Ann A). 
2) implique 3): Ann Cl est une polaire de Orth (G) car, d’apres le 
Theo&me 4 on a Ann Cl= Ann [(P)l] = Ann [(Ann (Ann C))l] = (Ann C)l. 
Toute polaire F de Orth (G) est l’image de la polaire Ann I’ puisque 
r-L= Ann ((Ann r)l). Enfin f est injective, car Ann Cl= Ann Dl implique 
C = (Cl)l= Ann [(Ann C-L)11 = [Ann [(Ann P-)l] = gl” = D. 
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3) implique 1): Si x $ yl, on a y 6 ~1, done yu $ x1, f(yll) $ /(x-L). 
Mais f(yll) =Ann yJJJ= Ann yl et /(xl) = Ann x11= Ann x. On a done 
Ann yl $ Ann X. En d’autres termes, il existe ~1 avec y(yl) = 0 et 9x #O. 
Pour aller plus loin dans l’etude des groupes normaux, nous aurons 
besoin du lemme suivant: 
LEMME 2. Xi H est un groupe archimidien et G un b-sous-groupe de H, 
Hes conditions suivantes sont t?quivalentes : 
1) Xi hE H, C(h) n G=O implique h=O. 
2) Xi h E H, hll n G=O implique h=O; 
3) C : C n G est un isomorphisme de H’algdbre des polaires de H SW 
l’algdbre des polaires de G. 
11 est evident que 1) implique 2). 
2) implique 3): Soit C une polaire de H. Montrons que Cl n G = 
=(CnG)~nG.Onad’abordC-LC(CnG)~doncC-LnGC((CnG)~nG. 
Si O<x $+ Cl, il existe un a E C avec x A a> 0, done (X A a)U n G #O. Soit 
O<geGn(xAa) Il. On a g E al1 C C done g E G n G. Mais g E xl1 impli- 
que g 4 xl done x $ g1 et a fortiori x $ (C n G)l. 
L’egalite ainsi Btablie montre que la trace sur G d’une polaire de H 
est une polaire de G. Elle montre d’autre part que z preserve la comple- 
mentation. Comme -c preserve l’intersection, c’est un homomorphisme 
d’algebres de Boole. 11 est surjectif car, pour toute polaire A de G, 
A =Al’- n G. Enfin, il est injectif grace a la condition 2). 
3) implique 2) est evident. 
2) implique 1): Soit O<h e H. On a h I1 n G #O. Soit O<b E hU n G. 
On a O< b A h. Soit n un entier tel que n(b A h) 6 b. On a done x= (n(b A 
Ah)-b)+>O. Soit O<gEz I1 n G. Posons t = g A b E G. Alors t > 0 car sinon 
0 <g A x< g A nb = 0, done g E zl, ce qui est absurde. De plus, 
(t-n(b A h))+<(b-n(b A h))+=(n(b A h)-b)- E &, 
et (t-n(b A h))+<g E& done (t-n(b A h))+=O. Ceci entraine t<n(b A h)< 
Gnh, done O<t E C(h) n G. 
On remarquera que l’equivalence de 2) et 3) est valable pour des 
groupes reticules quelconques. 
D’autre part, si G et H sont des espaces reticules, la condition I) 
signifie simplement que tout 0 <h E H majore un O<g E G. 
Soit L un espace reticule archimedien et soit 2 son complete de Dede- 
kind. On sait que Orth 2 est complet ([4], prop. 13). I1 en resulte aussitot 
que 9?(Z) est complet. 
D’autre part, si 0 <y E a(L), q~ conserve les bornes inferieures infinies, 
done se prolonge a z en un endomorphisme @ (Xi O<x E e, on pose 
$x= V p?x). On a done une injection naturelle de B(L) dans 9?(e). 
O=GZ<X 
.ZEL 
16 Indagationes 
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TH&OR&ME 6. Pour que A?(x) soit le comple’t~ de 9&L), il faut et il 
sufit que L soit normal. 
Si O<p, E a(L), il existe un n tel que y<nI E g(L). Done, pour que 
9(L) soit le complete de g(L), il faut et il suffit que tout O<g, E a(L) 
majore un 0 < y E a(L). 
Si cette condition est realisee, montrons que L est normal. Soient 0 <x, 
YEL avec x$y 1. On a x A y > 0. Soit z la projection de L sur (x A y)“. 
Par hypothese, TC est la borne superieure des v E B(L) telles que 0 <y G z, 
On a V tpx =nx> ST-(X A y) > 0, done il existe 0 < 91 G TC avec yx +O. Comme 
n(x A t$=O, on a ~((x A y)l)=O, done p7(y1)=0. 
Inversement, supposons L normal. Nous avons seulement a montrer 
que 9(L) et &9(L) verifient la condition 2 du lemme 2. Si 0 <,u E g(L), 
il existe un b E L tel que ,~b #O. On a b $ Ker ,U n L. La demonstration 
du lemme 2 montre que Ker ,LJ n L est une polaire de L. 11 existe 
a E (Ker ,U n L)l tel que b A a> 0. Comme L est normal, il existe 0 G v E 
E Orth L tel que vb #0 et ~(a’ n L) = 0. On peut supposer 9~1, done 
9 E 99(L). Soit $ le prolongement de pl a $. On a 
Ker,unLLadnLCKerp,CKer& 
Par consequent, Ker ,u= (Ker ,u n L)ll C Ker 6. 11 en resulte que O<@ E 
E p” n a(L). En effet, si t E ,ul, on a,m=O, ImzCKer,uCKer@, done 
&=O et z E (@)l. 
COROLLAIRE. Xi L est normal et pl = V q~i dans Orth L, on a q,~x = V CJI$X 
pour tout x> 0. 
Puisque 3?(L) est dense dans 9(L), Orth (L) est dense dans Orth (L), 
done si y= V yg, on a @== V $ d’apres un resultat de [2]. La propriete 
en resulte. 
PROPOSITION 2. 15% L est un espace archimkddien normal, et 0~ a E L, 
S(a) = {yajp E Orth (L)} est un I-sous-espace dense de au. 
S(a) est l’image de Orth (L) par l’homomorphisme q~ -+ pla. C’est done 
un I-sous-espace. Nous allons montrer que X(a) et al1 verifient la con- 
dition 2 du lemme 2. Si 0 <h E a-“-, onah$aldonca#h-L. Ilexistev>O 
tel que y(hl) = 0 et va> 0. Comme h1 C Ker v, on a (Ker v)l C hu. Par 
consequent, il vient 
va E Im y _C (Im v)u = (Ker v)l c h’-l. 
On en deduit hll n S(a) +O. 
PROPOSITION 3. Xi L est un espace r&%x& complet et 0 <a E L, S(a) = 
={qz~alq~ E Orth (L)) est un 1-idQ1 dense de alI. 
11 suffit de demontrer que S(a) est convexe. Soit 0~ b <pla. On peut 
supposer ~0 > 0. Soit z l’intersection des y E Orth (L) tels que 0 <v et 
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b G ya. On a za = A ya> b. Supposons, par l’absurde, b <~a. On a done 
0 <~a- b E ati. D’apres la proposition 2, il existe 0 <,u E Orth (L) tel que 
O<,ua<za-b. Prenons y=,u AZ. On a y>O car ya=zaApa=pa>O. 11 
vient 0 G -c - y < z. De plus, (t - y) a = za - ya = ta - ,ua > b. Ceci contredit 
la definition de z. On a done b =za E X(a). 
4. Soit L un espace reticule archimedien. Soit (x~)&~~ ou x, E L et I 
est un ensemble filtrant croissant. -On ecrit c= lim xa si 
c= v A xLI= A v x (Y’ 
a B>a a B>-a 
Une forme lineaire f sur L est dite universellement continue si c = lim x, 
implique f(c) = lim f(x,). Soit L” l’espace des formes lineaires universelle- 
ment continues. On sait que L” est un espace reticule complet (voir par 
exemple [ 81). 
Si y E Orth (L), nous allons lui associer un orthomorphisme T(v) de L-, 
defini par T(v)f =f o v. 
PROPOSITION 4. L’application T est un l-homomorphisme de Orth (L) 
clans Orth (L-). 
Notons d’abord f o M E L-, car pl est universellement continue. Montrons 
que T(y) E Orth (L-j. C omme T est lineaire, on peut se limiter a q> 0. 
Supposons d’abord v E S?(L). Alors q<nI, done 0 G f o p <nf pour tout 
f > 0. 11 en resulte f 0 91 E fll. Xi O<~T est quelconque, on peut Bcrire 
q= V (p,AnI).Pourtoutx>O,plx= V (p,AnI)x.SiO<fEL-,onadonc 
Tl 
(f oy)x=f( V (cpAnI)x)= Vf 01;p*nI)x=[ V f o(cp*nI)]x. 
11 9a 
Par consequent, f 0 v= V (f 0 (9 A nl)) E fll. 
Remarquons d’autre plrt que T(my)= T(y) T(y). Par suite, p7 A y=O 
implique vy= 0 done T(y) T(v) = T(vy) = 0 et finalement T(v) A T(y) = 0. 
Ceci montre que T est un I-homomorphisme. 
Si x E L et f E L-, posons Z(f) = f(x). L’application x + X est un Z-homo 
morphisme de L dans L”” [S]. 
D’autre part, si f f L”, on pose N(f) = {x E LI If I( 1x1) = 0). On voit facile- 
ment que N(f) est un Z-ideal ferme, done c’est une polaire [3]. Le noyau 
de x --+ Z n’est autre que N= n (iV(f)lf E L-). En effet, Z= 0 est equivalent 
a lZl=O, done a f(lxj)=O pour tout f>O, c’est-a-dire a jfj(jxl)=O pour 
tout f EL. 
LEMME 3. Xi L” &pare les points de L, T est injectif. 
Xi q~ #O, il existe un x EL tel que TX #O. Alors il existe f E L- tel que 
f(yx) #O. Ceci signifie que f o p #O, done T(p) #O. 
PROPOSITION 5. Xoit L normal. Pour que T soit injective, il faut et il 
sufit que L” &pare les points de L. 
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Supposons T injective et considerons N= n (N(f)]/ E L-), qui est une 
polaire. Si 0 <x # N’-, il existe 91 E Orth (L) tel que 9 > 0 et Y(N~) = 0 avec 
yx#O. On a iV1 CKer IJJ, done 
Im 9 C (Ker ~)1 C NJ-l = N. 
Soit f E L-. Pour tout y E L, on a vy G N, done s = 0, et (f o v)y = @j(f) = 0. 
11 vient f o v=O, c’est-a-dire T(y) =O. Ceci contredit l’hypothese que T 
est injectif. On a done iVL= L et iV=Nll=O. Par suite, l’application 
x -+ Z est injective. Pour tout x #O, il existe f E L” tel que f(x)=Z(f) #O. 
TH~OR~ME 7. Xi L est complet et si L” s&pare les points de L, T d&Gait 
zcn isomorphisme de A%?(L) sur B(L-). 
D’apres la proposition precedente, nous avons que T est une injection 
de B(L) dans 98(L-). D’autre part, l’applioation x + X est injective et 
l’image de L dans L”” est un Z-ideal de L”” [S]. 
Si 0 <,u E a(L-), ,U definit un orthomorphisme homogene de L”“: c’est 
l’application u --f u o ,u. Cet orthomorphisme laisse stable l’image de L, 
done induit un orthomorphisme S&u) de L : S(,U)X = 2 o ,u. On a Bvidemment 
S(P) E g(L). N ous allons montrer que T(S(,u)) =,IA. Si f E L” et x E L, on a 
(f O S(P)@ = f (S(Pu)X) = S(Pu)X(f) = (2 O P)(f I= %4f)) = (Pf )x3 
done f o X(p) =,uf pour tout f. Ceci prouve que T(S(,U)) =,x 
COROLLAIRE 1. Si L est complet, T applique 3?(L) sur A?(L”). 
Posons M= Nl. Alors on a L =iV @ N. Ainsi M” s’identifie a L” (par 
l’application de restriction), done 99(K) s’identifie a a(L-). Or on a 
une surjection de &9(L) sur g’(N) (par l’application de restriction) et une 
bijection de 93(M) sur 9:(r) (d’ a p r&s le Theo&me 7). La composee des 
deux est evidemment T. 
COROLLAIRE 2. Si L est archimkddien, T applique g;(L) sur B(L-). Xi 
L” &pare les points de L, T est un isomorphisme de &@) sur B(L-). 
En effet, il est bien connu que L” s’identifie canoniquement avec (e)- 
[8]. La premiere assertion resulte done du corollaire 1. De plus, si L- 
&pare les points de L, il &pare les points de x car L est dense dans x. 
D’apres le theoreme 7, T est done un isomorphisme de 99’(J) sur 99(L-). 
5. Rappelons qu’un Z-espace norm6 est un espace reticule muni d’une 
norme telle que 1x1 G Iy] entraine llxl]< I]yl]. Si, de plus, E est complet 
pour la norme, nous dirons que c’est un Z-espace de Banach. Si E est 
un I-espace norm6 qui verifie la condition 
x>O et y>O entraine I]x V yll=IIxIj V Ilyll, 
on dit que E est un M-espace. (Pour ces definitions, voir [7]). 
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PROPOSITION 6. Si L est un b-espace archimt!ddien, 3?(L) est un M-espace 
awec ba norme ]]pl][ = inf (81 jv/ Gall). 
Comme &T(L) est archimedien, lpi] < /Iq/]Z. 11 en resulte immediatement 
que ll~jl est une norme. Si jyl c IyI, on a /yj G Ilyjl17 done /jpljl G [lyjl. Suppo- 
sons 9, y> 0. Alors v<q~ V y implique ]]q[] < /[v V y/I, De m6me, I]y][< 
G lb V YIL done 11~11 V IIYII G IIF V ~11. D’autre part, P V Y c lldl~ V Il~ll~= 
= (ll94l V IIYII)~. 0 n a done 119 V y]l< /]v/] V l/y/l. Ceci acheve la demonstration. 
Xi L est complet, 9(L) est isomorphe a V(E) (Theo&me 3). On voit 
qu’en fait, c’est un isomorphisme d’algebres normees. Cet isomorphisme 
est done independant de i. 
Rappelons qu’un I-espace norme eat toujours archimedien. Nous allons 
Studier ses orthomorphismes. 
PROPOSITION 7. Xi E est un I-espace de Banach, 3?(E) est un M-espace 
de Banach. 
Soit (p?,) une suite de Cauchy dans g(E). Pour tout a> 0, il existe un 
N tel que n,m>N implique ]]~n-~nz]]~a, done j~n-ylfiIg~I. Si x>O, 
on a I(pl,-- g)nz)x/ = ]vn - vnz]x G EX. La suite pnx est done une suite de 
Cauchy dans E. Soit x= lim vnx. On voit facilement que p est lineaire 
sur le cone positif. On l’etend par linearite & E tout entier. De IY~,x-- 
- prnz[ <&Bx, on deduit ]~lzx-~x] <ax. Par suite, 1~x1 G ]]~~]]x+Ex, done 
v E&?(E). De plus, ]Q~~-~/x=/M~x-Q~x[ <ax, done Iyn--~/<al, et finale- 
ment Ij~lz--lI <s (pour tout n>iV). 
Dans un I-espace norm&, tout orthomorphisme homogene est continu. 
En effet, soit 0 <pl E a(E). Pour tout x, on a 1~x1 =pjxI G ]lp]l lx], done 
llP4l L lIdI- II4L 11 existe en general des orthomorphismes non continus. 
Par exemple, si E=@(*), avec la norme de la convergence uniforme, 
on a Orth (E) N l+ B et les endomorphismes continus forment un sous- 
anneau isomorphe a l&(B). Cependant, si E est un Banach, on sait que 
tout endomorphisme croissant est continu ([7], Theo&me 35.5.). Ainsi, 
dans un I-espace de Banach, tout orthomorphisme est continu. Revenons 
a l’exemple de E=Xl(a). On constate ici que les orthomorphisme continus 
sont precisement les orthomorphismes homogenes. 11 s’agit d’un fait tout 
a fait g&-&al: 
THIZORAME 8. Dans un M-espace E, zcn orthomorphisme est continu si 
et seulement si il est homogdne. 
Soit E un M-espace. D’apres le theoreme de Kakutani [7], il existe 
un espace compact X et un Z-isomorphisme de E dans W(X) qui preserve 
la norme. Par suite, il existe une famille (MA)A,n de I-ideaux fermes 
maximaux fermes, telle que n MA= 0. 
Soit p un orthomorphisme continu croissant, et soit u sa norme. Prenons 
a> 0. Considerons un MA tel que a $ MA. Comme ElMA est isomorphe a 
‘I$ il existe un e unique tel que va--@a E MA. D’autre part, MA est stable 
par v ([4], $ 1, Lemme 3). Si y E MA, on a yy E MA, done d(ya, MA)< 
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G IIqa--yyjI <u/a-y/l. En passant B la borne infhieure, il vient d(ya, M,) G 
<ud(a, M,), et par cons6quent 
e+ MA = d(ea, M,) = d(ya, M,) < &(a, M,). 
Comme MA est ferm6, on a d(a, M,) #0 done Q GU. 11 en r&w&e ya-ua< 
G ya - pa, et done 0 G (pa - ua)+ G (pla - @a)+. Ceci implique (~a -ua)+ E M,. 
Xi on suppose au contraire que a E M,, alors ya E MA done (ya - ua)+ E MA. 
Ainsi (ya-ua)+ E n MA= 0, et va< ua. Ceci montre que y E $3(E). De plus 
on voit que pl GUI done llp)/j GU. L’inhgalith inverse est immddiate, done 
II94 = u* 
COROLLALRE. Dans un M-espace de Banach, tout orthomorphisme est 
homoghne. 
Centre Universitaire du Mans, 
Le Mans, Prance 
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